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Анотацiї

Матюшенко Iван Миколайович, Чисельне розв’язання одного

звичайного диференцiального рiвняння в кiльцi кополiномiв. У

кiльцi кополiномiв над полем розглянуто один клас звичайних диференцi-

альних рiвнянь, який узагальнює диференцiальне рiвняння Рiккатi. Вста-

новлено умови iснування, єдиностi розв’язку, загальний вигляд розв’язкiв.

Розв’язки шукаються у виглядi ряду за степенями кополiномiальної дельта-

функцiї, коефiцiєнти якого задовольняють рекурентне рiвняння. Наведено

програмну реалiзацiю пошуку результату дiї розв’язку на заданий полiном.

Ключовi слова: кополiном, полiном, дельта-функцiя, звичайне дифе-

ренцiальне рiвняння, чисельне розв’язання

Matyushenko Ivan, Numerical solution of one ordinary differen-

tial equation in a ring of copolynomials. In the ring of copolynomi-

als over a field, one class of ordinary differential equations that generalizes

the Riccati differential equation is considered. Conditions for existence and

uniqueness of solutions and their general form are established. Solutions are

sought as power series in terms of the copolynomial delta-function, whose

coefficients satisfy a recurrence relation. A software implementation for com-

puting the action of the solution on a given polynomial is provided.

Keywords: copolynomial, polynomial, delta-function, ordinary differen-

tial equation, numerical solution
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Вступ

Останнiм часом в роботах С.Л. Гефтера, О.Л. Пiвня, Т.Є. Стулової [2–6]

було розвинено теорiю кополiномiв та рiзних типiв диференцiальних рiв-

нянь у модулi кополiномiв 𝐾[𝑥]′ над деяким цiлим комутативним кiльцем

𝐾 з одиницею. Кополiном — це лiнiйний функцiонал, який задано на кiль-

цi полiномiв 𝐾[𝑥]. У роботах [2, 3, 6] кополiноми називались формальними

узагальненими функцiями i теорiя кополiномiв нагадує класичну теорiю

узагальнених функцiй. Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння (як звичайнi так i

з частинними похiдними) в модулi кополiномiв дослiджувались в роботах

[2, 3, 6]. В роботi [4] було введено операцiю множення кополiномiв, яка пере-

творила модуль кополiномiв на комутативне кiльце. Це дозволило розгля-

нути певний клас нелiнiйних диференцiальних рiвнянь з полiномiальною

нелiнiйнiстю в кiльцi формальних степеневих рядiв з кополiномiальними

коефiцiєнтами та довести теорему iснування та єдиностi розв’язку вiдпо-

вiдної задачi Кошi. Єдиний розв’язок розглянутої задачi Кошi шукався у

виглядi формального ряду за степенями 𝛿-функцiї.

Нехай 𝐹 — поле, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐹 , 𝑇 ∈ 𝐹 [𝑥]′ — заданий кополiном та 𝑛 > 1 —

натуральне число. Об’єктом дослiдження даної квалiфiкацiйної роботи є

нелiнiйне звичайне диференцiальне рiвняння

𝑢(𝑛−1)(𝑥) = 𝑎𝑢𝑛 + 𝑏𝑢+ 𝑇. (0.1)

У випадку 𝑛 = 2 рiвняння (1) перетворюється в рiвняння Рiккатi [1], а

у випадку 𝑛 = 2 та 𝑇 = 0 — у рiвняння Бернуллi [1].

В оглядовому роздiлi 1 квалiфiкацiйної роботи наводяться необхiднi вi-
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домостi з теорiї кополiномiв, а саме означення кополiному, його похiдних,

збiжностi кополiномiв, а також добуток кополiномiв. Роздiл 2 присвячено

дослiдженню розв’язуваностi рiвняння (1). Виявляється, що випадки 𝑏 =

0 та 𝑏 ̸= 0 суттєво вiдрiзняються. Розв’язки рiвняння (1) шукаються у

виглядi ряду

𝑢(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑢𝑘𝛿
𝑘+1

за степенями кополiномiальної 𝛿-функцiї. Рiвняння (1) зводиться до реку-

рентного рiвняння вiдносно коефiцiєнтiв 𝑢𝑘. У роботi встановлено, що при

𝑏 ̸= 0 таке рекурентне рiвняння має єдиний розв’язок, i тим самим доведе-

но, що i вiдповiдне диференцiальне рiвняння (1) має єдиний розв’язок (див.

п. 2.2.1). Випадок 𝑏 = 0 приводить до неявного рекурентного рiвняння. Тут

ми вже обмежуємось випадком 𝐹 = R, а 𝑎 ̸= 0 та 𝑇 = 0. Виявляється, що

таке рiвняння може мати кiлька розв’язкiв (див. п. 2.2.2). В роздiлi 3 на-

ведено програму реалiзацiї, яка обчислює коефiцiєнти 𝑢𝑘 розв’язкiв i для

заданого полiному 𝑝 ∈ 𝐹 [𝑥] знаходить результат дiї функцiонала 𝑎 на 𝑝,

який, на вiдмiну вiд 𝑢, є скiнченною сумою.



Роздiл 1

Кополiноми та їх властивостi

Тут ми наведемо деякi властивостi кополiномiв [4]

1.1. Кополiноми, їх похiднi та ряди з кополiномiв

Визначення 1.1 Нехай 𝐹 — поле дiйсних чисел, i нехай 𝐹 [𝑥] — кiль-

це многочленiв з коефiцiєнтами в 𝐹 . [4] Кополiном над полем 𝐹 — це 𝐹 -

лiнiйний функцiонал, визначений на кiльцi 𝐹 [𝑥], тобто гомоморфiзм з мо-

дуля 𝐹 [𝑥] в поле 𝐹 .

Позначимо модуль кополiномiв над 𝐹 через 𝐹 [𝑥]′. Тобто, 𝑇 ∈ 𝐹 [𝑥]′, якщо

i тiльки якщо 𝑇 : 𝐹 [𝑥] → 𝐹 i 𝑇 має властивiсть 𝐹 -лiнiйностi [4]:

𝑇 (𝑎𝑝+ 𝑏𝑞) = 𝑎𝑇 (𝑝) + 𝑏𝑇 (𝑞) (1.1)

для всiх 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐹 [𝑥] i 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐹 . Якщо 𝑇 ∈ 𝐹 [𝑥]′ i 𝑝 ∈ 𝐹 [𝑥], то для значення 𝑇

на 𝑝 ми використовуємо позначення (𝑇, 𝑝). Також пишемо кополiном 𝑇 ∈

𝐹 [𝑥]′ у виглядi 𝑇 (𝑥), де 𝑥 - аргумент многочленiв 𝑝(𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥], на якi дiє

𝐹 -лiнiйне вiдображення 𝑇 . [4]

Визначення 1.2 [4] Похiдна 𝑇 ′ вiд кополiному 𝑇 ∈ 𝐹 [𝑥]′ визначається

за формулою :

(𝑇 ′, 𝑝) = −(𝑇, 𝑝′) (1.2)

де 𝑝 ∈ 𝐹 [𝑥] .
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Похiдна 𝑛-го порядку вiд кополiному в узагальненiй формулi [4]:

(𝑇 (𝑛), 𝑝) = (−1)𝑛(𝑇, 𝑝(𝑛)) (1.3)

де 𝑝(𝑛) — це похiдна 𝑝(𝑥) 𝑛-го порядку.

Крiм того,

(︂
𝑇 (𝑛)

𝑛!
, 𝑝

)︂
= (−1)𝑛

(︂
𝑇,

𝑝(𝑛)

𝑛!
,

)︂
, 𝑝 ∈ 𝐹 [𝑥],

кополiноми
𝑇 (𝑛)

𝑛!
визначенi коректно для будь-якого 𝑇 ∈ 𝐹 [𝑥]′ i 𝑛 ∈ N. [4]

Приклад 1.1 [4] Кополiномiальна 𝛿-функцiя визначається за форму-

лою:

(𝛿, 𝑝) = 𝑝(0), 𝑝 ∈ 𝐹 [𝑥].

Визначення 1.3 [4].Послiдовнiсть {𝑇𝑛}∞𝑛=0 кополiномiв з 𝐹 [𝑥]′ збiгає-

ться до кополiному 𝑇 ∈ 𝐹 [𝑥]′, якщо для кожного многочлена 𝑝 ∈ 𝐹 [𝑥] iснує

число 𝑛0 ∈ N таке, що

(𝑇𝑛, 𝑝) = (𝑇, 𝑝), для всiх 𝑛 = 𝑛0, 𝑛0 + 1, 𝑛0 + 2, . . .

Ряд
∞∑︁
𝑛=0

𝑇𝑛 збiгається в 𝐹 [𝑥]′, якщо збiгається послiдовнiсть його часткових

сум.

Теорема 1.1. [4]. Нехай {𝑎𝑛}∞𝑛=0 — послiдовнiсть елементiв з 𝐹 , i 𝑇 ∈

𝐹 [𝑥]′. Тодi ряд
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑇
(𝑛)

𝑛!

збiгається в 𝐹 [𝑥]′.
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Приклад 1.2 Знайдемо

∞∑︁
𝑛=0

𝑛3

(︂
𝛿(𝑛)

𝑛!
, 𝑥5
)︂
.

Маємо
∞∑︁
𝑛=0

𝑛3

(︂
𝛿(𝑛)

𝑛!
, 𝑥5
)︂

=
5∑︁

𝑛=0

𝑛3(−1)𝑛
(︂
𝛿,
(𝑥5)(𝑛)

𝑛!

)︂

=
5∑︁

𝑛=0

𝑛3(−1)𝑛
(𝑥5)(𝑛)

𝑛!

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= 53 · (−1)5 · 1 = −125

Наступна лема виявляє можливiсть розкладання будь-якого кополiному

в збiжний ряд за кополiномами {︂
𝛿(𝑛)

𝑛!

}︂∞

𝑛=0

Лема 1.2. [4] Нехай 𝑇 ∈ 𝐹 [𝑥]′. Тодi

𝑇 =
∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
(𝑇, 𝑥𝑛)

𝑛!
𝛿(𝑛). (1.4)

Приклад 1.3 [4] Для кополiнома 𝛿 знайдемо його похiдну 𝑛-го порядку

:

(𝛿(𝑛), 𝑝) = (−1)𝑛(𝛿, 𝑝(𝑛)) = (−1)𝑛𝑝(𝑛)(0), 𝑛 ∈ N.

Приклад 1.4 [4] Необхiдно знайти (−1)𝑘
(︂
𝛿(𝑘)

𝑘!
, 𝑥𝑚

)︂
для 𝑘,𝑚 ∈ N0.
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Маємо

(−1)𝑘
(︂
𝛿(𝑘)

𝑘!
, 𝑥𝑚

)︂
= 1

(︂
𝛿,
(𝑥𝑚)(𝑘)

𝑘!

)︂
=

⎧⎪⎨⎪⎩0, 𝑘 ̸= 𝑚,

1, 𝑘 = 𝑚.

1.2. Перетворення Кошi-Стiлтьєса

Визначення 1.4 Нехай 𝐹 — поле, i 𝑇 ∈ 𝐹 [𝑥]′. Тодi перетворення Кошi-

Стiлтьєса для 𝑇 визначається як функцiя 𝐶(𝑇 )(𝑠), що є формальним рядом

Лорана [4]:

𝐶(𝑇 )(𝑠) =
∞∑︁
𝑘=0

(𝑇, 𝑥𝑘)

𝑠𝑘+1
(1.5)

Цей формальний ряд Лорана є елементом кiльця
1

𝑠
𝐹 [[1/𝑠]], де 𝐹 [[𝑡]] - це

кiльце формальних степеневих рядiв за змiнною 𝑡 та коефiцiєнтами з 𝐹 . [4]

Приклад 1.5 [4]

Для кополiнома 𝛿 маємо:

𝐶(𝛿)(𝑠) =
1

𝑠
.

Приклад 1.6 [4] Нехай 𝑇 ∈ Q[𝑥]′, (𝑇, 𝑥𝑛) = 𝑛 при 𝑛 ∈ N0, тодi:

𝐶(𝑇 )(𝑠) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑘

𝑠𝑘+1
.

В [4] доведено, що вiдображення 𝐶 : 𝐹 [𝑥]′ → 1

𝑠
𝐹

[︂[︂
1

𝑠

]︂]︂
є iзоморфiзмом

векторних просторiв.

Теорема 1.3. [4] Нехай 𝑇 ∈ 𝐹 [𝑥]′. Тодi виконується рiвнiсть

𝐶
(︁
𝑇 (𝑛)

)︁
= (𝐶(𝑇 ))(𝑛) , 𝑛 ∈ N. (1.6)
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1.3. Множення кополiномiв

Перетворення Кошi–Стiлтьєса та теорема 1.3 дозволяють ввести опера-

цiю множення на модулi кополiномiв таким чином, щоб ця операцiя була

узгоджена з диференцiюванням.

Визначення 1.5 Нехай 𝑇1, 𝑇2 ∈ 𝐹 [𝑥]′. Визначимо добуток 𝑇1 та 𝑇2 за

допомогою рiвностi [4]:

𝐶(𝑇1𝑇2) = 𝐶(𝑇1)𝐶(𝑇2) (1.7)

тобто, оскiльки 𝐶 - iзоморфiзм, то

𝑇1𝑇2 = 𝐶−1(𝐶(𝑇1)𝐶(𝑇2)),

У наступнiй лемi дiю добутку кополiномiв на одночлени виражено через

дiю множникiв на одночлени.

Лема 1.4. [4] Нехай 𝑇1, 𝑇2 ∈ 𝐹 [𝑥]′ та 𝑛 ∈ N0. Тодi

(𝑇1𝑇2, 𝑥
𝑛) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑛−1∑︁
𝑘=0

(𝑇1, 𝑥
𝑘)(𝑇2, 𝑥

𝑛−1−𝑘), 𝑛 ∈ N,

0, 𝑛 = 0.

Приклад 1.7

Нехай 𝑇 ∈ Z[𝑥]′, (𝑇, 𝑥𝑛) = 𝑛 для всiх 𝑛 ∈ N0. Знайдемо 𝑇 ·𝛿. Користуючись

лемою (1.4), отримуємо:

(𝑇 · 𝛿, 𝑥𝑛) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, якщо 𝑛 = 0
𝑛−1∑︁
𝑘=0

(𝑇, 𝑥𝑘)(𝛿, 𝑥𝑛−1−𝑘), якщо 𝑛 ∈ N



11

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, 𝑛 = 0
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑘 · (𝛿, 𝑥𝑛−1−𝑘), 𝑛 ∈ N

=

⎧⎪⎨⎪⎩0, 𝑛 = 0

(𝑛− 1) · 1, 𝑛 ∈ N

Отже

(𝑇 · 𝛿, 𝑥𝑛) =

⎧⎪⎨⎪⎩0, 𝑛 = 0

𝑛− 1, 𝑛 ∈ N

В [4] встановлено зв’язок мiж степенями 𝛿-функцiї та її похiдними

(−1)𝑛
𝛿(𝑛)

𝑛!
= 𝛿𝑛+1, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . (1.8)

i наслiдок з цiєї формули

(𝛿𝑛)′ = −𝑛𝛿𝑛+1, 𝑛 ∈ N. (1.9)

З формули (1.9) i теореми 1.1 випливає збiжнiсть ряду (див. [4])

∞∑︁
𝑘=0

𝑢𝑘𝛿
𝑘+1 =

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
𝛿(𝑘)

𝑘!
𝑢𝑘, 𝑢𝑘 ∈ 𝐹 (1.10)

в 𝐹 [𝑥]′. Тепер з леми 1.2 випливає таке розкладання довiльного кополiному

𝑇 в 𝐹 [𝑥]′ в ряд за степенями 𝛿-функцiї:

𝑇 =
∞∑︁
𝑘=0

(𝑇, 𝑥𝑘)𝛿𝑘+1. (1.11)
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Крiм того, якщо 𝑝(𝑥) =
𝑚∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗𝑥
𝑗 ∈ 𝐹 [𝑥], то

(𝑇, 𝑝) =
𝑚∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗(𝑇, 𝑥
𝑗) (1.12)



Роздiл 2

Диференцiальнi рiвняння в кiльцi

кополiномiв
Нехай 𝐹− поле, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐹 , 𝑛 ∈ N, 𝑛 > 1, 𝑇 ∈ 𝐾[𝑥]′ У кiльцi 𝐹 [𝑥]′

розглянемо звичайне диференцiальне рiвняння

𝑢(𝑛−1) = 𝑎𝑢𝑛 + 𝑏𝑢+ 𝑇 (2.1)

За формулою (1.11)

𝑇 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘𝛿
𝑘+1, 𝑡𝑘 = (𝑇, 𝑥𝑘) (2.2)

2.1. Постановка задачi та зведення диференцiаль-

ного рiвняння до рекурентного

Будемо шукати розв’язок рiвняння (2.1) у виглядi (1.11):

𝑢 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑢𝑘𝛿
𝑘+1, (2.3)

де 𝑢𝑘 = (𝑢, 𝑥𝑘) - невiдомий елемент поля 𝐹 . За визначенням добутку копо-

лiномiв отримуємо:

𝑢𝑛 =

(︃ ∞∑︁
𝑘=0

𝑢𝑘𝛿
𝑘+1

)︃𝑛

=
∞∑︁

𝛼1=0

𝑢𝛼1
𝛿𝛼1+1...

∞∑︁
𝛼𝑛=0

𝑢𝛼𝑛
𝛿𝛼𝑛+1 =

=
∞∑︁

𝛼1,...𝛼𝑛=0

𝑢𝛼1
...𝑢𝛼𝑛

𝛿𝛼1+...+𝛼𝑛+𝑛
∞∑︁
𝑘=0

∑︁
|𝛼|=𝑘

𝑢𝛼1
...𝑢𝛼𝑛

𝛿𝑘+𝑛.

(2.4)

13
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Тут 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, ...𝛼𝑛−1, 𝛼𝑛) - мультиiндекс, тобто вектор з цiлими не-

вiд’ємними координатами, |𝛼| =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖, та
∑︁
|𝛼|=𝑘

𝑢𝛼1
𝑢𝛼2

...𝑢𝛼𝑛−1
𝑢𝛼𝑛

- це су-

ма за усiма можливи мультиiндексами 𝛼, для яких |𝛼| = 𝑘. Тодi 𝑎𝑢𝑛 =

𝑎
∞∑︁
𝑘=0

∑︁
|𝛼|=𝑘

𝑢𝛼1
...𝑢𝛼𝑛

𝛿𝑘+𝑛. Знаходимо похiднi 𝑢(𝑥) до порядку 𝑛 − 1 включно

за формулами (1.8) та (1.9):

𝑢′(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑢𝑘(𝛿
𝑘+1)′ = −

∞∑︁
𝑘=0

(𝑘 + 1)𝑢𝑘𝛿
𝑘+2,

𝑢′′(𝑥) = −
∞∑︁
𝑘=0

(𝑘 + 1)𝑢𝑘(𝛿
𝑘+2)

′
=

∞∑︁
𝑘=0

(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝑢𝑘𝛿
𝑘+3,

..............................................................................................

𝑢(𝑛−1) = (−1)𝑛−1
∞∑︁
𝑘=0

(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)...(𝑘 + 𝑛− 1)𝑢𝑘𝛿
𝑘+𝑛 (2.5)

Пiдставляючи (2.2), (2.3), (2.5), (2.4) у рiвняння (2.1), отримуємо:

(−1)𝑛−1
∞∑︁
𝑘=0

(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)...(𝑘 + 𝑛− 1)𝑢𝑘𝛿
𝑘+𝑛 =

= 𝑎

∞∑︁
𝑘=0

∑︁
|𝛼|=𝑘

𝑢𝛼1
𝑢𝛼2

...𝑢𝛼𝑛
𝛿𝑘+𝑛 + 𝑏

∞∑︁
𝑘=0

𝑢𝑘𝛿
𝑘+1 +

∞∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘𝛿
𝑘+1

(2.6)

Прирiвнюючи коефiцiєнти при рiвних степенях 𝛿-функцiї, отримуємо

початкову задачу для рекурентного рiвняння:

𝑏𝑢𝑘 + 𝑡𝑘 + 𝑎
∑︁

|𝛼|=𝑘−𝑛+1

𝑢𝛼1
...𝑢𝛼𝑛

= (−1)𝑛−1 𝑘!

(𝑘 − 𝑛+ 1)!
𝑢𝑘−𝑛+1, 𝑘 ∈ N, 𝑘 ≥ 𝑛− 1

(2.7)

𝑏𝑢𝑘 + 𝑡𝑘 = 0, 𝑘 = 0, ..., 𝑛− 2 (2.8)
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2.2. Розв’язання рекурентного рiвняння

Якщо 𝑏 = 0, то рiвняння (2.7) за аналогiєю з [7] будемо називати неяв-

ним. Тому окремо розглянемо випадки 𝑏 = 0 та 𝑏 ̸= 0

2.2.1. Випадок 𝑏 ̸= 0

Якщо 𝑏 ̸= 0, то початкова задача (2.7), (2.8) переписується у виглядi

𝑢𝑘 =
1

𝑏
((−1)𝑛−1 𝑘!

(𝑘 − 𝑛+ 1)!
𝑢𝑘−𝑛+1 − 𝑎

∑︁
|𝛼|=𝑘−𝑛+1

𝑢𝛼1
...𝑢𝛼𝑛

− 𝑡𝑘), 𝑘 = 𝑛− 1, ...

(2.9)

𝑢𝑘 = −𝑡𝑘
𝑏
, 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑛− 2 (2.10)

Початкова задача (2.9), (2.10) має єдиний розв’язок, оскiльки розв’язок ре-

курентного рiвняння (2.9) однозначно визначається початковими умовами

(2.10). Отже, ми одержали наступний результат.

Теорема 2.1. Нехай 𝑏 ̸= 0. Тодi для будь-якого кополiному 𝑇 ∈ 𝐹 [𝑥]′

iснує єдиний розв’язок диференцiального рiвняння (2.1). Цей розв’язок має

вигляд (2.3), де коефiцiєнти 𝑢𝑘 є розв’язком початкової задачi (2.9), (2.10).

Зокрема, якщо 𝑇 = 0, то 𝑢 = 0.

2.2.2. Випадок 𝑏 = 0, 𝑇 = 0, 𝑎 ̸= 0, та 𝐹 = R

Розглянемо випадок, коли 𝑏 = 0, 𝑇 = 0, 𝑎 ̸= 0 та 𝐹 = R. Рiвняння (2.7)

матиме вигляд:

(−1)𝑛−1 (𝑘 + 𝑛− 1)!

𝑘!
𝑢𝑘 = 𝑎

∑︁
|𝛼|=𝑘

𝑢𝛼1
...𝑢𝛼𝑛

, 𝑘 = 0, 1, 2, ..., (2.11)
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а початкова умова (2.8) перетворюється в тотожнiсть. Отже, будемо роз-

глядати неявне рекурентне рiвняння (2.11).

Пiдставимо 𝑘 = 0 в рiвняння (2.11). Враховуючи, що |𝛼| = 0 тодi i тiльки

тодi, коли 𝛼𝑖 = 0, 𝑖 = 1, ...𝑛 маємо:

(−1)𝑛−1(𝑛− 1)!𝑢0 = 𝑎 · 𝑢𝑛0

Рiвняння має такi розв’язки:

𝑢0 = 0 та 𝑢0 =
𝑛−1

√︂
(−1)𝑛−1(𝑛− 1)!

𝑎
(2.12)

(у випадку коли або 𝑛 - парне, або 𝑛 - непарне та 𝑎 > 0)

При 𝑘 ∈ N перетворимо формулу (2.11) таким чином, щоб права частина

рiвняння не залежала вiд 𝑢𝑘. Для цього перенесемо всi доданки в правiй

частинi рiвняння (2.11), для яких 𝛼𝑖 = 𝑘, у лiву частину цього рiвняння.

Зауважимо, що якщо 𝛼𝑖 = 𝑘 для деякого 𝑖 = 1, ..., 𝑛, то 𝛼𝑗 = 0, 𝑗 ̸= 𝑖, i

тому всi такi доданки мають вигляд 𝑢𝑛−1
0 𝑢𝑘, а їх кiлькiсть дорiвнює 𝑛:

(−1)𝑛−1(𝑘 + 𝑛− 1)!

𝑘!
𝑢𝑘 = 𝑎

⎛⎝∑︁
|𝛼|=𝑘

𝑢𝛼1
...𝑢𝛼𝑛

· 𝑢𝑛−1
0 𝑢𝑘

⎞⎠ , 𝑘 = 1, 2, 3, ...

i

𝑢𝑘

(︂
(−1)𝑛−1(𝑘 + 𝑛− 1)!

𝑘!
− 𝑎 · 𝑛 · 𝑢𝑛−1

0

)︂
= 𝑎

∑︁
|𝛼|=𝑘

𝑢𝛼1
...𝑢𝛼𝑛

У такому випадку формулу (2.11) для 𝑘 ∈ N можна зобразити у виглядi:

𝐶𝑛,𝑘(𝑢0)𝑢𝑘 = 𝑎
∑︁
|𝛼|=𝑘

𝑢𝛼1
...𝑢𝛼𝑛

, 𝑘 = 1, 2, 3, ... (2.13)

де

𝐶𝑛,𝑘(𝑢0) =
(−1)𝑛−1(𝑘 + 𝑛− 1)!

𝑘!
− 𝑎 · 𝑛 · 𝑢𝑛−1

0 (2.14)
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Лема 2.2. Нехай послiдовнiсть {𝑢𝑘}∞𝑘=0 задовольняє рiвняння (2.11).

Якщо 𝑢0 = 0, то 𝑢𝑘 = 0, ∀𝑘 ∈ N

Доведення:

Випишемо рiвняння для коефiцiєнта 𝐶𝑛,𝑘, за умови, що 𝑢0 = 0

𝐶𝑛,𝑘(𝑢0) =
(−1)𝑛−1(𝑘 + 𝑛− 1)!

𝑘!
̸= 0, 𝑘 = 1, 2, 3, ...

Тодi з (2.13) випливає, що 𝑢1 = 0, та 𝑢2 = 0 Далi за iндукцiєю:

Якщо 𝑢1 = 𝑢2 = ... = 𝑢𝑘−1 = 0 для деякого 𝑢𝑘, то 𝑢𝑘 = 0. Це випливає з

рiвняння (2.13), а саме з того, що 𝐶𝑛,𝑘(0) ̸= 0 i при цьому:

∑︁
|𝛼|=𝑘

𝑢𝛼1
...𝑢𝛼𝑛

= 0, 𝑘 = 1, 2, 3

Таким чином, якщо 𝑢0 = 0, то i ∀𝑘 ∈ N : 𝑢𝑘 = 0. Лема доведена.

Лема 2.3. Нехай послiдовнiсть {𝑢𝑘}∞0 задовольняє рiвнянню (2.11) i

𝑢0 ̸= 0, тодi коефiцiент 𝐶𝑛,𝑘(𝑢0) = 0 тодi i тiльки тодi, коли 𝑘 = 1.

Доведення:

Якщо 𝑢 ̸= 0, то згiдно з формулою (2.12) 𝑢0 =
𝑛−1

√︂
(−1)𝑛−1(𝑛− 1)!

𝑎
. Випи-

шемо формулу (2.14) та пiдставимо до неї значення 𝑢0 за умови, що 𝑘 ∈

N, 𝑛 > 1, 𝑛 ∈ N:

𝐶𝑛,𝑘(𝑢0) =
(−1)𝑛−1(𝑘 + 𝑛− 1)!

𝑘!
− 𝑎 · 𝑛 · 𝑢𝑛−1

0 =

= (−1)𝑛−1

(︂
(𝑘 + 𝑛− 1)!

𝑘!
− 𝑛!

)︂
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Пiдставимо 𝑘 = 1:

𝐶𝑛,1(𝑢0) = (−1)𝑛−1

(︂
(1 + 𝑛− 1)!

1!
− 𝑛!

)︂
= (−1)𝑛−1(𝑛!− 𝑛!) = 0

Тепер доведемо, що при будь-якому фiксованому 𝑛 > 1, 𝑛 ∈ N послiдов-

нiсть
(𝑘 + 𝑛− 1)!

𝑘!
− 𝑛!

зростає при збiльшеннi 𝑘.

Порiвняймо
(𝑘 + 𝑛− 1)!

𝑘!
− 𝑛! та

(𝑘 + 𝑛)!

(𝑘 + 1)!
− 𝑛!

Для цього знайдемо рiзницю цих виразiв:

(𝑘 + 𝑛)!

(𝑘 + 1)!
− 𝑛!−

(︂
(𝑘 + 𝑛− 1)!

𝑘!
− 𝑛!

)︂
=

(𝑘 + 𝑛)!

(𝑘 + 1)!
− (𝑘 + 𝑛− 1)!

𝑘!

=
(𝑘 + 𝑛)!

(𝑘 + 1)!
− (𝑘 + 𝑛)!

(𝑘 + 1)!
· 𝑘 + 1

𝑘 + 𝑛
=

(𝑘 + 𝑛)!

(𝑘 + 1)!

(︂
1− 𝑘 + 1

𝑘 + 𝑛

)︂
=

(𝑘 + 𝑛)!

(𝑘 + 1)!
· 𝑛− 1

𝑘 + 𝑛
=

(𝑘 + 𝑛− 1)! · (𝑛− 1)

(𝑘 + 1)!

Так як за умовою 𝑛 > 1, то рiзниця буде менша за нуль при будь-якому

значеннi 𝑛 та 𝑘. А це значить, що вираз

(𝑘 + 𝑛)!

(𝑘 + 1)!
− 𝑛! >

(𝑘 + 𝑛− 1)!

𝑘!
− 𝑛!

i 𝐶𝑛,𝑘(𝑢0) строго зростає.

Таким чином, так як 𝐶𝑛,𝑘(𝑢0) строго зростає, то єдине значення

𝐶𝑛,𝑘(𝑢0) = 0 при 𝑘 = 1. Лему доведено.

Теорема 2.4. Рекурентне рiвняння (2.11) має нетривiальнi розв’язки

тодi i тiльки тодi, коли або 𝑛 − парне, або 𝑛− непарне, та 𝑎 > 0.

Доведення:
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При 𝑢0 = 0 твердження теореми 2.4 випливає з леми 2.2. Якщо 𝑢0 ̸= 0,

то згiдно з формулою (2.12)

𝑢0 =
𝑛−1

√︂
(−1)𝑛−1 · (𝑛− 1)!

𝑎
.

За лемою 2.3 𝐶𝑛,1(𝑢0) = 0 i рiвняння (2.14) є справедливим при будь-

якому 𝑢1 ∈ R. Також за лемою 2.3, 𝐶𝑛,𝑘(𝑢0) ∈ R, 𝐶𝑛,𝑘(𝑢0) ̸= 0, 𝑘 =

2, 3, 4, . . . , тому з (2.12) випливає, що

𝑢𝑘 = (𝐶𝑛,𝑘(𝑢0))
−1 𝑎

∑︁
|𝛼|=𝑘

𝛼𝑖 ̸=𝑘, 𝑖=1,...,𝑛

𝑢𝛼1
· · ·𝑢𝛼𝑛

∈ R, 𝑘 = 2, 3, 4, . . .

З цього спiввiдношення випливають всi твердження теореми. Теорема

доведена.

Наслiдок 2.5. Диференцiальне рiвняння

𝑢(𝑛−1)(𝑥) = 𝑎𝑢𝑛(𝑥) (2.15)

має нетривiальний розв’язок в R[𝑥]′ тодi i тiльки тодi, коли або 𝑛 - парне,

або 𝑛 - непарне i 𝑎 > 0. При цьому нетривiальнi розв’язки рiвняння(2.15)

описуються формулою:

𝑢(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑢𝑘𝛿
𝑘+1

де

𝑢0 =
𝑛−1

√︂
(−1)𝑛−1(𝑛− 1)!

𝑎
, 𝑢1 − довiльне дiйсне число (2.16)

та

𝑢𝑘 = (𝐶𝑛,𝑘(𝑢0))
−1

∑︁
|𝛼|=𝑘,𝛼𝑖 ̸=𝑘,𝑘=1,2,3,...

𝑢𝛼1
...𝑢𝛼𝑛

(2.17)

Зокрема, якщо 𝑢0, 𝑢1 ∈ Q, то 𝑢(𝑥) ∈ Q[𝑥]′.

Отже, якщо 𝑢0, яке визначається за формулою (2.12), та 𝑢1, яке ви-
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значається як довiльне число при 𝑢0 ̸= 0, є рацiональними, тодi всi чле-

ни послiдовностi {𝑢𝑘}∞𝑘=0, що задовольняють рекурентне рiвняння (2.11), є

рацiональними. Наступна теорема в частковому випадку 𝑛 = 2 дає опис

загального розв’язку рекурентного рiвняння (2.11).

Теорема 2.6. Якщо 𝑛 = 2 та 𝑢0 ̸= 0, то 𝑢0 =
−1

𝑎
та при будь-якому

𝑢1 ∈ R загальний розв’язок рiвняння (2.11) має вигляд:

𝑢𝑘 = (−𝑎)𝑘−1𝑢𝑘1, 𝑘 = 0, 1, 2, ... (2.18)

Доведення: Спочатку обчислюємо 𝑢0 за формулою (2.10):

𝑢0 =

(︂
(−1)𝑛−1(𝑛− 1)!

𝑎

)︂ 1
𝑛−1

=

(︂
(−0)!

𝑎

)︂1

=
1

−𝑎

Тепер запишемо рiвняння (2.11) для випадку 𝑛 = 2:

−(𝑘 + 1)𝑢𝑘 = 𝑎

𝑘∑︁
𝑗=0

𝑢𝑗𝑢𝑘−𝑗, 𝑘 = 0, 1, 2, ...

Тодi

𝑢𝑘 = − 𝑎

(𝑘 + 1)

(︃
𝑘−1∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗𝑢𝑘−𝑗 + 2𝑢0𝑢𝑘

)︃
, 𝑘 = 2, 3, 4, . . .

Проведемо перетворення цього рiвняння:

𝑢𝑘 +
2𝑎𝑢0
𝑘 + 1

𝑢𝑘 = − 𝑎

(𝑘 + 1)

𝑘−1∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗𝑢𝑘−𝑗, 𝑘 = 2, 3, 4, . . .

𝑢𝑘

(︂
𝑘 − 1

𝑘 + 1

)︂
= − 𝑎

𝑘 + 1

𝑘−1∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗𝑢𝑘−𝑗, 𝑘 = 2, 3, 4, . . .

𝑢𝑘 =
−𝑎

𝑘 − 1

𝑘−1∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗𝑢𝑘−𝑗, 𝑘 = 2, 3, 4, ... (2.19)

Елемент 𝑢1 може бути обраний довiльним чином згiдно з лемою 2.3.
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Тепер доведемо формулу (2.18) методом математичної iндукцiї. Вона є оче-

видною при 𝑘 = 0 та при 𝑘 = 1. Тому в якостi бази iндукцiї вiзьмемо 𝑘 =

2.

𝑢𝑘 =
(𝑘 − 1)

𝑘 + 1
𝑢𝑘 = − 𝑎

𝑘 + 1

𝑘−1∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗𝑢𝑘−𝑗, 𝑘 = 2, 3, 4, . . .

𝑢𝑘 =
−𝑎

𝑘 − 1

𝑘−1∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗𝑢𝑘−𝑗, 𝑘 = 2, 3, 4, ...

Крок 1 (база iндукцiї) Якщо 𝑘 = 2, то згiдно з формулою (2.19)

𝑢𝑘 =
−𝑎

𝑘 − 1

𝑘−1∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗𝑢𝑘−𝑗 =
−𝑎

1
(𝑢1𝑢1) = −𝑎𝑢21

Тому формула (2.18) є справедливою при 𝑘 = 2.

Крок 2 (iндукцiйний перехiд). Нехай для певного натурального 𝑠 ≥ 2

усi номери послiдовностi вiд 1 до 𝑠 − 1 визначаються за формулою (2.19).

Доведемо, що тодi елемент 𝑢𝑠 визначається за формулою (2.19). З формули

(2.19) маємо:

𝑢𝑠 =
−𝑎

𝑠− 1

𝑠−1∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗𝑢𝑠−𝑗 =
−𝑎

𝑠− 1

𝑠−1∑︁
𝑗=1

(−𝑎)𝑗−1𝑢𝑗1 · (−𝑎)𝑠−𝑗−1𝑢𝑠−𝑗
1 =

=
−𝑎

𝑠− 1

𝑠−1∑︁
𝑗=1

(−𝑎)𝑗−1+𝑠−𝑗−1𝑢𝑠1 = . . .

=
−𝑎

𝑠− 1

𝑠−1∑︁
𝑗=1

(−𝑎)𝑠−2𝑢𝑠1 =
−𝑎

𝑠− 1
(𝑠− 1)(−𝑎)𝑠−2𝑢𝑠1 = −𝑎(−𝑎)𝑠−2𝑢𝑠1 =

= (−𝑎)𝑠−1𝑢𝑠1

Таким чином формула (2.18) справедлива для всiх 𝑠.
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Теорема доведена.

Наслiдок 2.7.

Нетривiальнi розв’язки рiвняння

𝑢′ = 𝑎𝑢2 (2.20)

описуються формулою:

𝑢(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑢𝑘𝛿
𝑘+1 (2.21)

де 𝑢1 - довiльне дiйсне число,

𝑢𝑘 =

⎧⎪⎨⎪⎩
−1

𝑎
, 𝑘 = 0

(−𝑎)𝑘−1𝑢𝑘1, 𝑘 ̸= 0.

(2.22)

Зокрема, якщо 𝑎, 𝑢1 ∈ Q, то 𝑢(𝑥) ∈ 𝑄[𝑥]′.



Роздiл 3

Чисельне розв’язання

диференцiального рiвняння

Використовуємо програму написану в середовищi програмування

𝑃𝑦𝑡ℎ𝑜𝑛, [8] яка знаходить такi елементи послiдовностi {𝑢𝑘}∞𝑘=0, якi задо-

вольняють рiвняння (2.1).

3.1. Випадок 𝑏 ̸= 0

Нехай в диференцiальному рiвняннi (2.1):

𝑎 = 2, 𝑏 = 1, 𝐹 = Q, 𝑇 =
∞∑︁
𝑘=0

𝛿𝑘+1, 𝑛 = 2

За теоремою 2.1 iснує єдиний розв’язок рiвняння (2.1). Цей розв’язок

має вигляд

𝑢(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑢𝑘𝛿
𝑘+1

Коефiцiєнти {𝑢𝑘}∞𝑘=0 є розв’язками початкової задачi (2.9), (2.10). З (2.10)

маємо:

𝑢0 = −𝑡0
𝑏

З рекурентного рiвняння (2.9) маємо:

𝑢1 = 0, 𝑢2 = −1, 𝑢3 = −2, 𝑢4 = −1.

Якщо 𝑝(𝑥) =
4∑︁

𝑗=0

𝑥𝑗, то за формулою (1.12) (𝑢, 𝑝(𝑥)) = −5 Дана програ-
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ма призначена для обчислення елементiв послiдовностi 𝑢𝑘 на основi вхiдних

параметрiв та рекурсивної формули.

Основна функцiя main

Функцiя main є центральною частиною програми. Вона вiдповiдає за

взаємодiю з користувачем, зчитування вхiдних даних, їх валiдацiю, запуск

обчислень та вивiд результатiв.

Послiдовнiсть дiй у main:

� Зчитування полiному 𝑝(𝑥), спепень якого записується в змiнну amount.

Це вказує на кiлькiсть членiв послiдовностi, яку необхiдно обчислити.

� Зчитування параметра 𝑛, що використовується у формулi для обчи-

слення елементiв послiдовностi. Значення 𝑛 має бути цiлим числом, не

меншим за 2. Якщо введенi данi некоректнi, програма завершується з

повiдомленням про помилку.

� Зчитування масиву 𝑡, який мiстить amount елементiв, кожен з яких

повинен бути рацiональним числом. Для цього використовується пе-

ревiрка коректностi введених значень.

� Зчитування констант 𝑎 i 𝑏, якi також мають бути рацiональними чи-

слами.

Якщо будь-яке зi значень введене некоректно, програма негайно завер-

шує роботу, виводячи повiдомлення "invalid data".

Далi вiдбувається обчислення послiдовностi 𝑢. Для iндексiв менших за

𝑛− 1, елементи 𝑢𝑖 обчислюються за простою формулою:

𝑢𝑖 = −𝑡𝑖
𝑏
.

Для елементiв з iндексом 𝑖 ≥ 𝑛− 1, обчислення здiйснюється за рекур-

сивною формулою, в якiй враховуються множини можливих мультиiнде-
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ксiв (розбиття числа 𝑘 = 𝑖 + 1 − 𝑛 на 𝑛 частин), коефiцiєнти, факторiали

та знаковi множники.

Обчислення включає:

� Обчислення знака за формулою (−1)𝑛−1.

� Обчислення факторiального виразу
(𝑘 + 𝑛− 1)!

𝑘!
.

� Виклик функцiї generate_partitions для отримання всiх можливих

мультиiндексiв, якi задають варiанти розбиття числа 𝑘.

� Обчислення суми добуткiв елементiв 𝑢 для кожного мультиiндексу.

� Пiдсумовування обчислених значень iз константою 𝑎 та входом 𝑡𝑖.

� Остаточне обчислення значення 𝑢𝑖 шляхом дiлення отриманої суми на

константу 𝑏.

Пiсля завершення обчислень усi значення послiдовностi 𝑢 виводяться в

консоль.

Функцiя generate_partitions(k, n)

Ця функцiя вiдповiдає за генерацiю всiх можливих способiв розбиття

числа 𝑘 на 𝑛 додатних або нульових частин. Вона реалiзована рекурсивно

i повертає список, що складається зi спискiв мультиiндексiв. Кожен муль-

тиiндекс описує один можливий варiант розподiлу 𝑘 на 𝑛 частин, що вико-

ристовується в рекурсивнiй формулi для обчислення 𝑢𝑖.

Функцiя is_valid_number(value)

Ця допомiжна функцiя перевiряє, чи є рядок value коректним пред-

ставленням рацiонального числа. Для цього вона намагається перетворити

рядок у об’єкт типу Fraction. Якщо перетворення проходить успiшно, по-

вертає True, iнакше — False. Дана функцiя використовується у main для

перевiрки коректностi вхiдних даних.
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Пiсля успiшного обчислення всi елементи послiдовностi 𝑢 виводяться в

консоль по черзi, у форматi:

𝑢[0] = . . . , 𝑢[1] = . . . , . . .

Далi, окрiм елементiв 𝑢[𝑖], программа зчитує коефiцiєнти певного полi-

ному 𝑝 та виводить результат дiї функцiоналу 𝑢 на вибраний полiном.

Таким чином, програма забезпечує коректне обчислення та вивiд послi-

довностi 𝑢 з урахуванням заданих параметрiв та вхiдних даних, включаючи

перевiрку їх коректностi i реалiзацiю рекурсивного алгоритму з комбiна-

торними обчисленнями.

3.2. Випадок 𝑏 = 0, 𝑇 = 0, 𝑎 ̸= 0 та 𝐹 = R

Нехай 𝑛 = 2. Розглянемо диференцiальне рiвняння (2.20) в R[𝑥]′ при

𝑎 = 2.

За наслiдком 2.7 розв’язки рiвняння (2.20) мають вигляд 𝑢(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑢𝑘𝛿
𝑘+1, де 𝑢0 = −1

2
, 𝑢1 ∈ R − довiльне число. 𝑢𝑘 = (−2)𝑘−1𝑢1, 𝑘 =

2, 3, ... Тепер розглянемо диференцiальне рiвняння (2.15) 𝑛 = 3, 𝑎 = 18, 𝐹 =

R. За наслiдком 2.5, диференцiальне рiвняння (2.15) має нетривiальнi

розв’язки.

Загальний розв’язок цього рiвняння має вигляд

𝑢(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑢𝑘𝛿
𝑘+1,

де 𝑢𝑘 обчислюється за формулами (2.16) та (2.17).

За формулою (2.19)

𝑢0 =
1

3
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Далi обираємо 𝑢1 = 1. Тодi за формулою (2.17)

𝑢2 = 3,

𝑢3 = 9.

Якщо полiном 𝑝(𝑥) =
3∑︁

𝑘=0

𝑥𝑘, то за формулою (1.12) (𝑢, 𝑝) = 13
1

3

Код на мовi програмування 𝑃𝑦𝑡ℎ𝑜𝑛 для виконання вiдповiдних обчислень:

main — метод, в якому викликаються усi iншi, тобто основна частина

програми.

В ньому послiдовно зчитуються значення 𝑛, 𝑎 та 𝑢1 з консолi, створює-

ться масив рацiональних чисел, обчислюється значення 𝑢0 та розраховую-

ться за допомогою методу recurtion усi iншi елементи послiдовностi окрiм

𝑢1 i виводяться як елементи масиву 𝑢.

При обчисленнi 𝑢0, за допомогою методу realcheck перевiряється, чи є

дiйсним значення елементу 𝑢0.

Окрiм цього, тут використовується змiнна deep, яка вiдповiдає кiлькостi

елементiв послiдовностi {𝑢𝑘}∞𝑘=0, якi необхiдно вивести.

recurtion — метод, який обчислює значення елементу послiдовностi 𝑢𝑘.

За допомогою методу binomial_coeff визначаються розмiри подвiйного

циклу, який потрiбно пройти за згенерованим масивом мультиiндексiв, зна-

йденому за допомогою методу generate_partition, та визначається сума

правих частин рекурентного рiвняння для вiдповiдних мультиiндексiв. Пi-

сля цього отримана сума дiлиться на коефiцiєнт з лiвої частини рiвняння

(2.13), знайдений за допомогою методу coefficient, та помножається на

𝑎.

Цей метод вiдповiдає рекурсивнiй формулi (2.17) i є виконанням її для

вже визначених значень 𝑢𝑖, 𝑖 = 2, 3, 4, ...
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generate_partition - метод, в якому за значеннями 𝑛, 𝑘 визначається

масив мультиiндексiв.

Цей метод створює подвiйний масив, рядки якого вiдповiдають 𝑛 но-

мерам кожного з можливих мультиiндексiв 𝛼 з умови задачi, для по-

точного значення 𝑘, 𝑛. Для цього використовується прошитий метод

find.partition, який дiлить число 𝑘 на 𝑛 частин. У програмi наявний

маркер максимального числа, таким чином, щоб наприкiнцi розбиття ви-

дiлити 𝑛 пiдмасивiв, якi вiдповiдають мультиiндексам з нульовими значе-

ннями всiх, окрiм одного елементiв. Саме цi мультиiндекси вiдповiдають

перенесеним полiномам.

binomial_coeff - метод, в якому визначається кiлькiсть розбиттiв муль-

тиiндексiв.

Це загальний метод, який використовує прошитий метод math.comb(n,

deep), що генерує бiномiальний коефiцiєнт вiд вiдповiдних значень. В са-

мому методi використовуються певнi граничнi значення 𝑛, 𝑑𝑒𝑒𝑝, щоб повер-

тати коректнi розбиття за граничних умов.

coefficient — метод, в якому обчислюються коефiцiєнт у лiвiй частинi

рiвняння (2.14).

realcheck — метод, в якому перевiряється, чи є число 𝑢0 рацiональним,

чи нi. Якщо воно є рацiональним, то метод повертає його, якщо нi — метод

повертає нуль.



Висновки

Наведено огляд результатiв по кополiномам. Для звичайного дифе-

ренцiального рiвняння

𝑢(𝑛−1)(𝑥) = 𝑎𝑢𝑛 + 𝑏𝑢+ 𝑇

в кiльцi кополiномiв 𝐹 [𝑥]
′
при 𝑏 ̸= 0 встановлено умови iснування та єди-

ностi розв’язку, а у випадку 𝑏 = 0, 𝑇 = 0 та 𝑎 ̸= 0 — загальний ви-

гляд нетривiальних розв’язкiв. Розв’язки зазначеного рiвняння шукаються

у виглядi ряду за степенями кополiномiальної 𝛿-функцiї з коефiцiєнтами,

що задовольняють рекурентне рiвняння. Наведено програмну реалiзацiю,

яка розв’язує це рекурентне рiвняння i надає результат дiї розв’язку на

заданий полiном. Програмну реалiзацiю виконано у середовищi Python.
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